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Résumé : 
Ce travail présente les résultats numériques et une analyse des écoulements des fluides Newtonien et 
viscoélastique du type Phan-Thien-Tanner (PTT), dans une conduite courbe de 180° avec section carrée. Les 
équations de Navier Stokes sont écrites en coordonnées orthogonales généralisées, et résolues en utilisant la 
méthode des volumes finis. On montre les résultats numériques pour nombres de Dean (125, 137, 150), ainsi 
que les profils de vitesses, lignes du courant, vortex dans la zone courbée et la région de sortie. Une étude 
sur influence de la longueur dans la zone de sortie est réalisée. 
Abstract : 
This paper presents the numerical results and the analysis Newtonian and viscoelastic fluids using the model 
of Phan-Thien-Tanner (PTT), passing through a 180 degree curved duct of square cross section. The Navier 
Stokes equations were written in general orthogonal coordinates, and solved using the finite volume method. 
The numerical results are shown for Dean numbers (125, 137, 150), as well as the velocity profiles, stream 
lines and vortices in the area of the curve and the output region. A study on the influence of length in the 
output is performed. 
Mots clefs : Méthode des volumes finis, Vortex de Dean, Fluide viscoélastique, CFD 
1 Introduction 
En mécanique des fluides, l'étude de l'écoulement d'un fluide dans une conduite courbe représente un grand 
intérêt scientifique et les applications industrielles sont nombreuses. On peut citer par exemple les 
applications dans l'industrie et dans la médecine : écoulements dans les industries pétrolière et pétrochimique, 
injection des matériaux polymériques, traitement et la fabrication d'aliments, systèmes de réfrigération, 
échangeurs de chaleur, turbines et moteurs de combustion interne, les applications médicales, etc. 
L'un des pionniers dans ce type d'études a été Dean [1] qui a analysé la formation des vortex dans un canal 
courbe avec la méthode des perturbations, en utilisant un fluide Newtonien, et il a démontré que dans le 
canal apparait une paire des vortex dans la section transversale, lesquels sont le produit de l'interaction de 
forces visqueuses et centrifuges. Dans ce travail, Dean [1] a fait connaître un nombre adimensionnel, qui 
représente la proportion des forces centrifuges aux forces visqueuses et mesure l'intensité des écoulements 
secondaires. Postérieurement, ce nombre a été appelé nombre de Dean (Dn), et il est défini comme : 
 Dn =
Force centrifuge ∗ Force d'inertie
Force visqueuse
=
ρUa
µ
a
R2
= Re
a
R2
 (1) 
Où : ρ est la densité du fluide, U est la vitesse axiale, a est la longueur caractéristique associée avec la section 
transversale du canal, µ est la viscosité du fluide, R2 est le rayon de courbure externe du canal et Re est le 
nombre de Reynolds. 
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Le présent travail est une suite de l'étude effectuée par Boutabaa et al. [2], mais avec une extension de la 
zone de la sortie et avec un nombre de Deborah inférieur. Ici, on analyse le comportement tridimensionnel, 
par simulation numérique, de l’écoulement secondaire d'un fluide Newtonien et d'un fluide non-Newtonien 
avec des nombres de Dean Dn = 125, Dn =137 et Dn =150, lesquels passent à travers d'une conduite courbe de 
180° avec section transversale carrée, dont la zone carrée est égale à la géométrie utilisée par Bara et al. [3] 
et avec une longueur de la conduite dans la région droite de sortie plus importante que cela utilisée par 
Boutabaa et al. [2]. On utilise le modèle de Phan-Thien-Tanner (PTT) pour le fluide viscoélastique et le 
système d'équations est écrit en coordonnées orthogonales généralisées. On effectue l'analyse à travers la 
discrétisation de volumes finis, avec lequel on obtient l’information de la vitesse axiale, de lignes de courant 
et de la formation des vortex dans les deux zones.  
2 Les équations qui gouvernent le comportement de l'écoulement 
Le comportement de l'écoulement d'un fluide est décrit par l'équation de conservation de la masse et 
l'équation de conservation de quantité de mouvement, et, pour le cas du fluide viscoélastique, aussi par 
l'équation constitutive du modèle de Phan-Thien-Tanner (PTT), lesquelles sont écrites en coordonnées 
orthogonales généralisées. Pope [4] a utilisé une procédure pour transformer ces équations de transport, de la 
forme cartésienne au système orthogonal général, grâce à des transformations géométriques, où les 
transformations sont obtenues en utilisant des tenseurs généraux. 
2.1 Équation de conservation de la masse en coordonnées orthogonales 
généralisées 
L'équation de conservation de la masse, pour écoulement incompressible, est : 
 0. )( =∇∑
i
ii V  (2) 
Où : iV est le champ des vitesses contravariantes physiques et ∑∇
i
i)(.  est l’opérateur de divergence 
généralisé 
2.2 Équation de conservation de quantité de mouvement en coordonnées 
orthogonales généralisées 
L'équation de conservation de quantité de mouvement est : 
 
( )
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.  (3) 
Où : ijsijij ST ητ 2+=  est la somme des composantes physiques du tenseur polymérique ijτ  et des 
composantes des tensions newtoniennes exprimées en coordonnées orthogonales généralisées, jiH  
représentent les facteurs d'étirement qui sont définis à partir de la matrice Jacobienne de la transformation 
des coordonnées iix ψ→  et jξ∂  sont les variations des longuers physiques curvilignes. 
2.3 Équation constitutive du modèle de Phan-Thien-Tanner en coordonnées 
orthogonales généralisées 
L'équation constitutive du modèle de Phan-Thien-Tanner est le résultat de la transformation du tenseur du 
2ème ordre provenant de l'advection du tenseur τ , elle s'écrit comme suit : 
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 (4) 
Où : ijL  sont les composantes de l'opérateur du gradient de vitesse généralisé. 
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3 La méthode numérique 
La méthode utilisée pour résoudre le système d'équations en coordonnées orthogonales est la méthode des 
volumes finis, les équations sont intégrées dans un volume de contrôle, et grâce à l'utilisation du théorème de 
Gauss, les équations sont transformées d'intégrales de volume à des intégrales de surface. Cette méthode 
consiste à délimiter les faces du volume de contrôle par les plans moyens des éléments, de manière telle que 
le volume enfermé est de plus petit volume que la somme des parties de tous les éléments qui le délimitent. 
En général, les volumes finis sont déformés en accord avec la géométrie, ce car ses faces ne sont pas 
orthogonales entre elles. Pour cette raison, on doit faire des rapprochements additionnels aux équations 
discrétisées dans chaque volume fini, afin de ne pas perdre la précision en ce qui concerne le cas orthogonal. 
3.1 Discrétisation spatiale 
Dans chacun de ces volumes on effectue la discrétisation, en manière intégrale, de l'équation constitutive, et 
des équations qui expriment les lois de conservation, qui, moyennant l'application du théorème de la 
divergence, sont notamment simplifiées. Les termes des équations sont remplacés par des rapprochements du 
type différences finies, en obtenant des équations algébriques qui sont résolues par un processus itératif. 
3.2 Discrétisation temporelle 
Pour la discrétisation dans le temps on utilise l'algorithme Marker and Cell de Harlow et Welch [5]. Le terme 
gradient de pression et les conditions de contour s'évaluent dans le pas de temps (n + 1), et les termes de 
diffusion, termes sources et termes d'advection, dans l'équation de conservation de quantité de mouvement, 
ils sont évalués dans un pas de temps précédent, c'est-à-dire, n. 
4 Méthodologie de solution 
La procédure de solution a considéré les pas suivants : on a élaboré le maillage tridimensionnel pour la 
géométrie proposée, on a établi les conditions de travail, on a fixé les conditions de contour, on a effectué la 
discrétisation et on a résolu le système d'équations non linéaires, au moyen d'itérations. 
La figure 1 montre la géométrie de la conduite courbe de 180 degrés avec section carrée, et la figure 2 
montre la géométrie du maillage. 
Les conditions de travail et les conditions de contour ont été semblables à celles de Helin et al. [6] y 
Boutabaa et al. [2] ; et elles sont montrées dans la figure 1. On a considéré le fluide de travail comme 
Newtonien et viscoélastique. 
  
Figure 1. Géométrie de la conduite et les 
conditions de contour. 
Figure 2. Vue général du maillage en 3D. 
5 Résultats 
Avec la simulation numérique effectuée on a obtenu le développement des vortex pour les valeurs de Dn = 
125, Dn =137 et Dn =150, dans la zone d'entrée de la conduite, dans la zone de la courbure de la conduite et 
dans la zone de la sortie de la conduite. On a pu apprécier comment évoluaient des vortex pour un 
écoulement Newtonien et pour un écoulement viscoélastique avec l'utilisation du modèle de PTT. 
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5.1 Écoulement du fluide Newtonien 
Pour le fluide Newtonien, avec Dn = 125 l'écoulement maintient le patron de deux vortex contre rotatoires, 
tant dans les zones d'entrée et de la courbure du canal que le long de la région droite de sortie du canal. Ceci 
est dû au fait que pour Dn = 125 les forces centrifuges ne sont pas suffisamment grandes pour causer la 
formation de la paire de vortex additionnels. À Dn = 137, vu que les effets visqueux ne peuvent pas conserver 
plus la structure de deux vortex, la paire de vortex additionnels commence à se former à une distance à peu 
prés de 14 hauteurs de l'entrée du canal. Cette paire de vortex est présente seulement jusqu'au début de la 
zone de la sortie du canal, pour ensuite disparaître. À partir là, le standard de deux vortex contre rotatoires se 
maintient. À Dn = 150, les forces centrifuges sont encore plus forts, c'est pourquoi la transition de deux 
vortex contre rotatoires au standard quatre vortex se produit avec une plus grande promptitude. Le standard 
de quatre vortex est maintenu pendant 40% de la longueur de la région droite de sortie du canal, et se 
transforme postérieurement à un nouveau vers le standard de deux vortex. Dans tous les cas, la forme de la 
structure de vortex est déformée tout le long de la zone de la sortie du canal. Las figures 3, 4 et 5 montrent 
les profils de vitesses pour Dn = 125, Dn =137 et Dn =150, respectivement, et las figure 6, 7 et 8 montrent les 
lignes de courant et la tendance de la formation des vortex pour Dn = 125, Dn =137 et Dn =150, 
respectivement. On a étendu l'étude à une conduite avec une longueur de la sortie de 100 hauteurs, on 
observe que la tendance dans la formation des vortex s'est maintenue qui existait pour la conduite originale. 
Les résultats obtenus pour l'écoulement du fluide Newtonien dans la zone de courbure du canal ressemblent à 
ceux obtenus pour Bara et al. [3] et Boutabaa et al. [2]. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 3. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 125. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 14,0 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 4. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 137. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 13,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 5. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 150. 
5.2 Écoulement du fluide non-Newtonien 
Pour l'analyse de l’écoulement du fluide non-Newtonien (modèle Phan-Thien-Tanner) on a pris un nombre 
de Deborah De = λU/a = 0,1 ; contrairement à Boutabaa et al. [1] qui ont pris un nombre de Deborah De = 0,3. 
Dans tous les cas étudiés se produit la transition de la cellule de deux vortex au standard quatre vortex dans 
la zone d'entrée du canal, le standard de quatre vortex reste dans la zone de la courbure du canal et dans la 
zone de la sortie. Dans cette dernière zone se produit une déformation de la structure des vortex. On a 
observé qu'à mesure qu'augmente le nombre de Dean les deux vortex additionnels restent davantage de 
temps dans la zone de la sortie du canal, pour ensuite disparaître. Las figures 9, 10 et 11 montrent les profils 
de vitesses pour Dn = 125, Dn =137 et Dn =150, respectivement, et las figure 12, 13 et 14 montrent les 
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lignes de courant et la tendance de la formation des vortex pour Dn = 125, Dn =137 et Dn =150, 
respectivement. On a étendu l'étude à une conduite avec une longueur de la sortie de 100 hauteurs, on 
observe que la tendance dans la formation des vortex s'est maintenue qui existait pour la conduite originale. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 6. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 125. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 14,0 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 7. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 137. 
 
x = 12,8 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
x = 13,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 14,4 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 8. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide Newtonien avec Dn = 150. 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,2 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 9. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 125 et De = 0,1. 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,2 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 10. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 137 et De = 0,1. 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,3 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 11. La formation des vortex pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 150 et De = 0,1. 
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x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,3  mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 12. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 125 et De = 0,1. 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,3 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 13. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 137 et De = 0,1. 
 
x = 14,4 mètres 
zone d'entrée du canal 
 
θ = 83° 
zone de la courbure du canal 
 
x = 12,3  mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 23,6 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 41,5 mètres 
zone de la sortie du canal 
 
x = 47,1 mètres 
zone de la sortie du canal 
Figure 14. Les profils de vitesses pour l'écoulement du fluide non-Newtonien avec Dn = 150 et De = 0,1. 
6 Conclusions 
Les simulations produites pour les nombres de Dean Dn = 125, Dn = 137 et Dn = 150 montrent l'influence des 
forces d'inertie et des forces centrifuges dans le développement du courant principal, et montrent la présence 
de zones d'instabilité de l’écoulement dans le long de tout le canal. L'étude a vérifié que, tant pour le fluide 
Newtonien que pour le fluide non-Newtonien, le nombre des vortex, leurs dimensions et le moment de leur 
apparition dépendent du nombre de Dean ; tel que l’ont démontré numériquement Boutabaa et al. [2]. On a 
aussi vérifié que pour le cas du fluide viscoélastique la formation de la paire des vortex additionnels et de la 
transition au standard quatre vortex se produit plus rapidement que dans le cas du fluide Newtonien. Le  
quatre vortex restent dans la partie initiale de la région droite de sortie du canal ; en exceptant le cas du fluide 
Newtonien avec Dn = 125. Des études complémentaires sont nécessaires pour vérifier l’influence de la 
longueur de la zone droite de sortie du canal en fonction de l'augmentation du nombre de Dean et Déborah. 
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